МАТЕМАТИКА  3.              ЛЕКЦИЯЛАР. 
ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР. БІРІНШІ РЕТТІ.

ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР

1. Жалпы түсiнiктер

Белгiсiздер туынды не дифференциал белгiсiнiң астында болып келген теңдеу дифференциалдық теңдеу (ДТ) деп аталады. 

Теңдеудегi белгiсiз функция туындыларының ең жоғары ретi ДТ-ның ретi делiнедi. Ғылым мен техниканың көптеген есептерi ДТ ұғымына келтiредi. Солардың кейбiреулерiн қарастыралық.

1. Кез келген нүктесiнде 
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 жүргiзiлген, ұшы 
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 осiнде жататын жанама векторының 
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 (20-а)-сурет) сол оське проекциясы 1-ге тең болатын, 
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 нүктесi арқылы өтетiн сызықты табыңыз.   

Шешуі: Тiкбұрышты 
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20-сурет
Туындының геометриялық мағынасын (9.3) ескерсек:
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Бұл бiрiншi реттi дифференциалдық теңдеу.

2. Қатаңдығы 
[image: image9.wmf]с

 серiппеге (21-сурет) iлiнiп, еркiне жiберiлген массасы 
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 жүктiң қозғалыс заңын табыңыз.

Шешуі: Жүкке оның ауырлық күшi 
[image: image11.wmf]g

m

 және серiппенiң созылу не сызғылу шамасына пропорционал серпiндiлiк күшi 
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 әсер етедi. Бұл күштердiң ортақ әсер сызығын тiк төмен қарай бағытталған 
[image: image13.wmf]Ox

 осi ретiнде қабылдайық. Координатаның бас нүктесi 
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 ретiнде жүктiң ауырлық центрiнiң статикалық тепе-теңдiк орны деп аталатын нүктенi алайық (21-суретте 
[image: image15.wmf]l

 арқылы жүксiз серiппенiң ұзындығы белгiленген).
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	Шешуі: Жүкке оның ауырлық күшi 
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 және серiппенiң созылу не сызғылу шамасына пропорционал серпiндiлiк күшi 
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 әсер етедi. Бұл күштердiң ортақ әсер сызығын тiк төмен қарай бағытталған 
[image: image19.wmf]Ox

 осi ретiнде қабылдайық. Координатаның бас нүктесi 
[image: image20.wmf]O

 ретiнде жүктiң ауырлық центрiнiң статикалық тепе-теңдiк орны деп аталатын нүктенi алайық (21-суретте 
[image: image21.wmf]l

 арқылы жүксiз серiппенiң ұзындығы белгiленген).

Ньютонның екiншi заңы бойынша 
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Мұнда 
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 - серiппенiң статикалық созылуы; 
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 белгiлеуiн еңгiзсек, екiншi реттi ДТ-ға келемiз:


       21-сурет

Мұнда 
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 белгiлеуiн еңгiзсек, екiншi реттi ДТ-ға келемiз:
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Жалпы түрде 
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деп жазылады. Мұнда 
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- тәуелсiз айнымалы, 
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 - белгiсiз функция, 
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  - оның туындылары. Теңдеуге оның ретiн анықтайтын ең жоғарғы реттi туындының 
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 қатынасуы мiндеттi. Қалған аргументтердiң қай-қайсысы да (16.3)-ке айқын түрде енбеуi мүмкiн. Айқын емес функцияның бар болу шарттарына ұқсас талаптар орындалған жағдайда (8.3)-тi  
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деп жаза аламыз.

  Қаралып отырған аймақта 
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-реттi туындысы бар, (8.3)-ке қанағаттандыратын 
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 функциясы сол теңдеудiң шешуi деп, оның графигi теңдеудiң интегралдық қисығы деп аталады. Сонымен, 
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 функциясы мен оның туындыларын (8.3)-ке қойғанда теңдеу тепе-теңдiкке (ақиқат теңдiкке) айналады. ДТ-ны шешу деп белгiсiз 
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 функциясын туынды не дифференциал белгiлерiнен босатып, табуды айтамыз. Бұл ДТ-ның ретiне сай 
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 рет анықталмаған интеграл табуға әкеледi. Әрбiр квадратура сайын шешуде жаңа интегралдау тұрақтысы 
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 пайда болады. Құрамында 
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 тәуелсiз тұрақты бар, 
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-реттi ДТ-ның барлық мүмкiн шешулерiн қамтитын 
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 функциясы теңдеудiң жалпы шешуi деп аталады. Ондай шешу айқын емес түрде 
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)

0

,...,

,

,

1

=

F

n

C

C

y

x

 табылса, оны ДТ-ның жалпы интегралы дейдi.

Белгiсiз функцияның және оның (
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-1)- ретке дейiнгi (қоса алғанда) туындыларының аймақтың бiр 
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 нүктесiндегi мәндерiнiң жиыны:
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ДТ-ның (есептiң) бастапқы шарттары делiнедi. Бұл мәндердi жалпы шешуге және оның (
[image: image50.wmf]n

-1)- ретке дейiнгi туындыларына қойып, 
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 белгiсiзi 
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 бар 
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 алгебралық теңдеулер системасына келемiз. Тұрақтылардың одан табылған нақты мәндерiн жалпы шешудегi орындарына қойғаннан пайда болған функция ДТ-ның берiлген бастапқы шарттарға қанағаттандыратын дербес шешуi деп аталады. ДТ-ның (8.5) түрiндегi бастапқы шарттарға қанағаттандыратын дербес шешуiн табу туралы есептi алғаш рет Коши қойып, ондай шешудiң бар және бiреуi ғана екенi туралы теореманы дәлелдедi.

ДТ-мен қоса белгiсiз функцияның аймақтың дәйектендiрiлген 
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 нүктесiндегi мәндерi
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берiлетiн есептер класстары да кездеседi. Олар шекаралаық есептер, (8.6) – шекаралаық шарттар деп аталады.

Бiрiншi реттi (
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1) ДТ жалпы түрде және туынды арқылы шешiлген түрде сәйкес:
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деп жазылады. Бастапқы шарттары
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түрiнде берiледi. Белгiсiз функция мен тәуелсiз айнымалы дифференциалдарының қатынасы 
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 болғандықтан бiрiншi реттi ДТ дифференциалдық түрде де
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берiлуi мүмкiн.
Шешудiң бар және жалғыз болуы туралы теорема. Егер 
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 функциясы тұйық аймақта (тiктөртбұрышта, 22-сурет) 
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үзiксiз, 
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  бойынша шектелген дербес туындысы: 
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 бар болса, онда        
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кесiндiсiнде 
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 ДТ-сының (8.8): 
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 бастапқы шартына қанағаттандыратын дербес шешуi 
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 бар және ол бiреу ғана; 
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  функциясы 
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22-сурет

Коши теоремасының шарттары орындалса, онда 
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 нүктесi арқылы 
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тiктөртбұрышында жататын бiр ғана интегралдық қисығы 
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 өтедi. 
2. Бiрiншi реттi дифференциалдық теңдеулердiң  интегралданатын түрлерi.

10 Айнымалылары ажыратылатын теңдеулер. Егер (8.7) және (8.9) теңдеулерiндегi екi айнымалының функциялары жеке айнымалылар бойынша функциялардың көбейтiндiсiне жiктелсе, олар айнымалылары ажыратылатын ДТ-лар қатарына жатады. Мысалы:
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айнымалылары ажыратылатын теңдеулер. Қарапайым түрлендiрулерден кейiн айнымалылары ажыратылған:


[image: image81.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0

,

2

2

1

1

1

2

=

+

=

y

M

dy

y

N

x

N

dx

x

M

dx

x

f

y

f

dy


теңдеулерiне келемiз. Бұл теңдiктерден мүшелеп анықталмаған интегралдар алсақ, берiлген теңдеулердiң жалпы шешулерi, не жалпы интегралдары табылады.

Айнымалылары ажыратылатын (8.1) теңдеуi:
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үшiн Коши есебiнiң шешуiн табайық. Квадратура (8.1)-дiң жалпы шешуiн бередi:
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Бастапқы шартты пайдаланып: 
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 табамыз. Ендi есепте талап етiлген 
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 нүктесi арқылы өтетiн инетгралдық қисықты дәлiрек (20 б)- сурет) тұрғызуға болады.
20 Бiртектi теңдеулер. Кез келген 
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 параметрi үшiн 
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 шартына қанағаттандыратын 
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-дәрежелi бiртектi функция деп аталады. Туынды арқылы шешiлген (8.7) теңдеуiнiң оң жағы нөл дәрежелi бiр тектi функция: 
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Егер 
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 дәрежелерi бiрдей бiртектi функциялар болса, онда (8.9) да бертектi ДТ-лар қатарына жатады. Ол (8.7)-ге оңай келтiрiлетiн болғандықтан, соңғыда
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жүйесi бойынша белгiсiз функцияны алмастыралық.

Бiртектi функцияның анықтамасындағы параметрдi 
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 деп алып, (8.7) –нiң оң жағын
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түрiнде жаза аламыз. Белгiсiз функцияны алмастырғаннан кейiн квадратура арқылы шешiлетiн теңдеуге келемiз:
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9-есеп. Жалпы шешуiн табыңыз:     
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Шешу. Туындыны санамағанда, теңдеудiң екi жағында да екiншi дәрежелi бiртектi функциялар тұр. Белгiсiз функцияны (8.10) бойынша алмастырып, теңдiктi 
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Айнымалыларды ажыратқаннан кейiн кестелiк интегралдарға келемiз:
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Керi алмастыру: 
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 берiлнген теңдеудiң жалпы интегралына келтiредi: 
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30. Сызықтық теңдеулер. Құрамында белгiсiз функция мен оның туындылары тек бiрiншi дәрежеде ғана кездесетiн теңдеу сызықтық ДТ деп аталады. Бiрiншi реттi сызықтық ДТ келтiрiлген түрде
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деп жазылады. Мұнда 
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Интегралдау тұрақтысын 
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бiртексiз теңдеудiң (8.11) шешуi болсын деп талап етейiк; (8.13) функциясын және оның туындыларын (8.11)-ге қойып, пайда болған тепе-теңдiктен белгiсiз функцияны 
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Қолданылған тәсiл ырықты тұрақтыны вариациялау (variatio-өзгеру, лат): 
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 әдiсi деп аталады. Есеп шығарғанда қорыту жолын қайталамай-ақ, (8.14) – тi дайын формула ретiнде қолдануға болады.

10-есеп. Коши есебiнiң шешуiн табыңыз:
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Шешу. Берiлген теңдеудi (16.11)-мен салыстырсақ,
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Табылған жалпы шешуге        
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3.  Интегралданатын түрлерге келтiрiлетiн теңдеулер

10  Бiртектi теңдеулерге келтiрiлетiн ДТ-лар. Дифференциалдық теңдеу
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сызықтық түрлендiрудiң:
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көмегiмен бiртктi ДТ-ға келтiрлiедi. Белгiсiз тұрақтылар 
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 (8.15)-те функция аргументiндегi бөлшек-сызықтық өрнекте алмастырудан кейiн бос мүшелер болмайтындай етiп таңдап алыданды:
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Алмастыруда (8.16):
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болғандықтан берiлген теңдеу (8.15) жаңа айнымалылар арқылы
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түрiнде жазылды. Бұл бiрiншi реттi бiртектi ДТ, (8.10) тәрiздес:
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алмастыруының көменгiмен айнымалылары ажыраталатын теңдеуге келтiрiледi.

11-есеп. Жалпы интегралын табыңыз:     
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Шешу: (8.17) системасын құрып, шешелiк:
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Алмастырулардың:

1) 
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көмегiмен берiлген теңдеуi бiртiндеп түрлендiрейiк:
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Соңғы теңдеуде айнымаллыларды ажыратып, квадратураны орандайық:
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Логарифмдерден құтылып, ескi айнамалыларға көшейiк:
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Бастапқы теңдеудiң жалпы интегралы:
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20 Бернулли теңдеуi. Сызықтық емес бiрiншi реттi ДТ
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Бернулли теңдеуi деп аталады. Мұнда 
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[image: image147.wmf](

)

(

)

z

y

y

z

y

x

z

y

¢

=

¢

-

¾

¾

¾

®

¾

-

=

-

a

a

a

1

,

1

.                                     (8.21)

Түрлендiрiлген
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теңдеуiне
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белгiлеулерiн еңгiзсек, (6.11) типтес 
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теңдеуiне келемiз.

Бернулли (16.22)-нiң шешуiн

                                      
[image: image151.wmf](

)

(

)

x

x

u

z

u

=

                                                               (8.23)

түрiнде iздеп, белгiсiз 
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 функцияларын олардың көбейтiндiсi (8.23) бiртексiз (8.22) теңдеуiнiң шешуi болсын:
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деген талаптан табуды ұсынды. Әрi қарай шығару жолы тұрақтыны вариациялау әдiсiмен бiрдей: 
[image: image154.wmf](

)

x

u

 функциясы (8.24)-те жақшаның iшiндегi өрнек нөлге тең болатындай етiп таңдап алынады. Табылған функцияны қайтадан (8.24)-ке қойып, айнымалылары ажыратылатын теңдеуге келемiз. Одан 
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12-есеп. Коши есебiнiң шешуiн табыңыз: 
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Шешу. Теңдеудiң қарапайым шешуi: 
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Берлiген Бернулли теңдеуiнде 
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алмастыруынан жасап, сызықтық бiртексiз:
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теңдеуiне келемiз. Оның жалпы шешуi (8.14) бойынша табылады:
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Бастапқы шарттарға қанағаттандырсақ: 
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4. Толық дифференциалды теңдеулер
 Толық дифференциалды интегралдау. Дифференциалдық түрдегi (8.9) теңдеуiнiң сол жағы қаралып отырған аймақта 
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 функциясының дифференциалына тең болса:

                       
[image: image171.wmf](

)

(

)

(

)

y

x

du

dy

y

x

N

dx

y

x

M

,

,

,

=

+

,                                          (8.25)

онда ол толық дифференциалды теңдеу деп аталады.Бұл шарттың орындалуы үшiн
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болуы қажет және жеткiлiктi Аралас дербес туындылар туралы теорема бойынша
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Бұл шарт көбiне (8.9)-дың толық дифференциалды екенiн тексеру үшiн қолданылады. Жалпы, (8.25-27) шарттары қос-қостан теңқуатты (балама).

Егер (8.26) орындалса, онда:
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Соңғы теңдiк толық дифференциалды теңдеудiң жалпы интегралы болады. Оны табу үшiн (8.26) теңдеулерiнiң бiрiн сәйкес айнымалы бойынша интегралдаймыз. Екiншi айнымалы әзiрше дәйектендiрiлген деп саналады. Мысалы, бiрiншi теңдеудi 
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Интегралдау тұрақтысы ретiнде еңгiзiлген белгiсiз 
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болсын делiк. Табылған 
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деп алып та табуға болады. Мұнда 
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берiлсiн; 
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түрiнде жазуға болады.

20. Айталық, 
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түрiнде берiлген болсын. Жаңа белгiсiз функияны:
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еңгiзу арқылы (9.3)-тiң ретiн 
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 бiрлiкке төмендете аламыз. Алмастырудан пайда болған 
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теңдеуiнiң жалпы шешуi 
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теңдеуiне келемiз. Сонымен, ретi 
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Шешу. Берлiгенi (9.3) түрiндегi теңдеу: 
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Соңғы теңдеудi тiзбектей екi рет интегралдап, талап етiлген жалпы шешудi табамыз:
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2.  Құрамында тәулесiз айнымалы жоқ ДТ. Тәуелсiз айнымалы 
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берiлсiн. Ескi белгiсiз функцияны 
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Бұл теңдiктердiң әрқайсысының оң жағындағы туындылардың ең жоғарғы ретi сол жағындағылардан 1-ге кем. Оларды (9.5)-ке еңгiзсек, 
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пайда болады. Бұл теңдеудiң жалпы шешуi табылса, ескi айнымалыға көшiп, оны
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деп жазуға болар едi. Бұл айнымалылары ажыратылатын бiрiншi реттi ДТ.
14-есеп. Коши есебiнiң шешуiн табыңыз:
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Шешу. Берiлген теңдеу үшiн (9.7)-нi жазып, айнымалыларды ажыратайық:
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Теңдiктi интегралдап, 
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деп жазылады. Мұнда 
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деп жазылады.

Функция туындылары сияқты 
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болғандықтан да сызықтық деп аталады.

Сызықтық ДТ-лар (10.1) үшiн 
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оның фундаменттiк (iргелiк) шешулер системасы деп аталады. Сызықтық бiртектi теңдеудiң кез келген шешуi (10.4) функцияларының сызықтық комбинациясы түрiнде өрнектеледi. Сондықтан
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функциясы 
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қажет және жеткiлiктi.

Бiртексiз (10.1) теңдеуiнiң кез келген дербес шешуi 
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 және оған сәйкес бiртектi теңдеудiң жалпы шешуi (10.5) белгiлi болса, яғни
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болса, онда 
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 функциясы бастапқы бiртексiз сызықтық ДТ-ның жалпы шешуi болады. 

2.  Ырықты тұрақтыларды вариациалау әдiсi

Сызықтық бiртекiсз ДТ-ның оң жағы “арнаулы” түрде (берiлмеген болса, онда теңдеудiң жалпы шешуiн табу үшiн ырықты тұрақтыларды вариациялау әдiсi қолданылады. Ол үшiн алдымен сәйкес бiртектi ДТ-ның iргелiк шешулер системасын (10.4) тауып, оның жалпы шешуiн (10.5) құрамыз. Одан кейiн интегралдау тұрақтылары 
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функциясының (10.1) бiртексiз теңдеуiне қанағаттандыруы талап етiледi. Аталған белгiсiз функцияларды табу үшiн төмендегiдей тәсiлмен сызықтық теңдеулер системасы құрылады: (10.6)-тiң туындысын тауып, оның түрi 
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 коэффициенттреi тұрақты болғандағыдай болсын деп шарт қойылады. Бұл талап
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 қатынастарына пара-пар. Осы процесстi 
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Функцияны (10.6) және оның табылған туындыларын бiртексiз теңдеуге қойып,
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 сызықтық теңдеу системасына.

                             
[image: image273.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

¢

+

+

¢

=

¢

+

+

¢

=

¢

¢

+

+

¢

¢

=

¢

+

+

¢

-

-

-

-

x

f

x

y

x

C

x

y

x

C

x

y

x

C

x

y

x

C

x

y

x

C

x

y

x

C

x

y

x

C

x

y

x

C

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

1

1

1

1

2

2

1

1

1

1

1

1

...

0

...

.......

..........

..........

..........

..........

,

0

...

,

0

...

                        (10.7)

келемiз. Система анықтауышы
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өйткенi (10.3) функциялары 
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Табылған функцияларды (10.6)-ке қойып, берiлген бiртексiз ДТ-ның жалпы шешуiн аламыз:
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Мұнда да 
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 функцияларының қосындысы ретiнде жалпы шешудiң құрылымы сақталатыны байқалады.

15-есеп. Коши есебiнiң шешуiн табыңыз:
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Шешу: 
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(17.24) системасын құрып, шешелiк:
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Берiлген теңдеудiң жалпы шешуi мен оның туындысы:
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Бастапқы шарттарға қанағаттандырсақ: 
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КОЭФФИЦИЕНТТЕРІ ТҰРАҚТЫ СЫЗЫҚТЫҚ ДТ

1. Коэффициенттерi тұрақты  сызықтық бiртектi ДТ

Бiртектi сызықтық
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теңдеуiнде 
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 болсын. Дифференциалданатын функция мен оның туындыларының сызықтық комбинациясы 
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түрiнде iзделiнедi. Бұл өрнектердi (11.1)-ке қойып, 
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 дәрежелi алгабралық теңдеуге келемiз. Ол (11.1) ДТ-сының мiнездеме теңдеуi деп аталады. Оның 
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 түбiрi бар (2-дәріс, 1, 1.2) (11.1)-дiң жалпы шешуiнiң құрылымы оның мiнездеме теңдеуi түбiрлерiнiң түрiне байланысты. Жеке жағдайларды қарастыралық.

1. Мiнездеме теңдеудiң (11.3) барлық түбiрлерi де жәй (әртүрлi) және заттық түбiрлер:   болсын. Оларға сәйкес дербес шешулер
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iргелiк система құрайды. Өйткенi олардың вронскианы:
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Мұндағы 
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түрiнде жазылады.

2. Мiнездеме теңдеудiң (11.3) түбiрлерi заттық сандар, бiрақ, кейбiреулерi өзара тең (еселi) болсын. Мысалы, 
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 еселi болса, онда (11.1)-дiң жалпы шешуiнде оған
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қосылғышы сай келедi. Мысалы, (9.1)-ге сәйкес бiртектi теңдеу үшiн 
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 (11.3)-тің жәй түбiрлерi болсын . Бұл түбiрлерге (11.1)-дiң жалпы шешуiнде
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қосылғышы сай келедi. 

2. Коэффициенттерi тұрақтық бертексiз ДТ.   Анықталмаған коэффициенттер әдiсi.

Коэффициенттерi тұрақты 
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-реттi сызықтық бiртексiз ДТ-ның
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жалпы шешуiн табу үшiн ендi оның кез келген бiр дербес шешуiн 
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Егер (11.7)-нің оң жағы
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түрiнде берiлсе, онда iзделiнiп отырған дербес шешудiң де түрiн соған ұқсастырып,
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деп аламыз. Мұнда 
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 функциясы (11.7)-ның шешуi болсын деген талаптан анықталады. Егер 
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16-есеп. Жалпы шешуiн табыңыз:
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Шешу. Берiлген теңдеуге сәйкес бiртектi сызықтық ДТ және оның мiнездеме теңдеуi:
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Соңғы теңдеудiң тек жәй түбiрлерi ғана бар: 
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 мiнзедеме теңдеуiнiң жәй түбiрi. Берiлген бiртексiз теңдеудiң дербес шешуi
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деп алынады. Оның туындылары.
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Соңғы өрнектердi бастапқы теңдеуге қойып, 
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-тiң бiрдей дәрежелерiнiң коэффициенттерiн теңестiрейiк:
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Талап етiлген жалпы шешу:
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 теңдеулерiнiң шешулерi болса, олардың қосындысы 
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Теореманың тұжырымы 
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17-есеп. Жалпы шешуiн табыңыз.
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Шешу. Алдыңғы есептiң шағыру жолын ұстанайық:
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Дербес шешу туралы теореманы қолданып, 
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Сызықтық тәуелсiз 
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 функцияларының коэффициенттерiн теңестiрейiк:
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Ақырында, жалпы шешу
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САНДЫҚ ҚАТАРЛАР

1.  Жалпы түсiнiктер

Бiр-бiрiнен белгiлi бiр заңдылықпен алынатын сандардың шексiз қосындысы
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сандық қатар деп, қосылғыш сандар оның мүшелерi деп аталады. Натурал аргументтiң функциясы болатын 
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 саны қатардың жалпы мүшесi делiнедi. Оның аргументiне 
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 мәндерiн берiп, қатардың сәйкес мүшелерiн алуға болады.

Қатардың алғашқы 
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 мүшесiнiң қосындысы
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оның 
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-дербес қосындысы деп аталады, 
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 болғанда дербес қосындылар сандық тiзбек 
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құрайды. Бұл тiзбек жинақты болып, оның нақты шегi 
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бар болса, онда (12.1) сандық қатары да жинақты деп, 
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 саны оның қосындысы деп аталады:
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Дербес қосындылар тiзбегi (12.3) жинақсыз болса, онда (12.1) қатары да жинақсыз (тарқамалы) деймiз. Мұндай қатардың қосындысы не 
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-ке тең, не мүлде жоқ. Мүшелерi оң: 
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болғанда ғана тарқамалы болады.

Егер сандық қатар (12.1) жинақты болса, онда 
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Бiрақ, керi тұжырым ылғи дұрыс бола бермейдi, яғни (12.6) орындала тұрса да, қатар тарқамалы болуы мүмкiн. Сондықтан (12.6) шарты қатар жинақтылығының қажеттi белгiсi делiнедi.

Мысал ретiнде екiншi тамаша шектi пайдаланып, гармониялық қатар деп аталатын
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сандық қатарын зерттелiк. Бiрсарынды өспелi сандық тiзбегi (7.12) үшiн 
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 саны дәл жоғарғы шектеме болады:


[image: image365.wmf]N

k

k

k

e

k

Î

"

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

>

1

.

Теңсiздiктiң екi жағынан да натурал логарифм алып, нәтиженi
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деп жазайық; 
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Сонымен, жинақтылықтың қажеттi белгiсi (12.6) орындала тұрса да:
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Жинақтылықтың қажеттi белгiсi (12.6) орындалмаған қатар, әрине, тарқамалы. Мысалы, жалпы мүшесi 
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геометриялық прогрессия қатары деп аталады. Оның 
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Мұндағы екiншi қосылғыш 
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 болса, шексiз өседi. Бiрiншi жағдайда қатар жинақты, қосындысы шексiз кемiмлi геометриялық прогерссия қосындысының формуласымен
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анықталады. Екiншi жағдайда қатар тарқамалы: 
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Коши критерийi. Сандық қатар (12.1) жинақты болуы үшiн берiлген 
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болатындай 
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Бұл (12.3) сандық тiзбегi үшiн Коши критерийiнiң орындалуымен, яғни 
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2.  Қатардың жинақтылық белгiлерi

10  Шектi белгiлер. 
1. Қатарларды салыстыру. Егер
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болса, онда 
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    Салыстыру мақсатында
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сандық қатары жиi алынады. Ол 
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 болған жағдайда бұл тарқамалы гармониялық қатар (12.7).

18-есеп. Қатардың жинақтылығын зерттеңiз:    
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 қатарларының жинақтылыққа байланысты тәртiптерi бiрдей, өйткенi
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Ал, (12.13)-тегi 
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2. Даламбер белгiсi. Егер
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шегi (шектi не шексiз) бар болса, онда 
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19-есеп. Қатардың жинақтылығын зерттеңiз:     
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Жалпы мүшелердi (12.14)-ке қойып, ықшамдағаннан кейiн
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шегi (шектi не шексiз)  бар болса, онда 
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 болса – жинақты да, жинақсыз да болуы мүмкiн.

20-есеп. Қатардың жинақтылығын зерттеңiз:  
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Қатар жинақты.

20  Мүшелерi терiс емес қатарлар. Сандық қатарда (12.1) 
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қатарларын алайық.

Салыстыру принципi. Мүшелерi үлкен қатар жинақты болса, сәйкес мүшелерi кiшi қатар да жинақты:
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мүшелерi кiшi қатар жинақсыз болса, сәйкес мүшелерi үлкен қатар да жинақсыз:
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болады.

Тұжырымның ақиқаттығы салыстырылушы қатарлардың дербес қосындыларының арасындағы қатынастан:
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туындайды. Өйткенi, 
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тәртiптерiнде олардың жинақтылығын зерттеуде пайдалануға болатындай ұқсастық бар. Анықталған интгерал
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(12.17)-нiң дербес интегралы деп аталады. Оның шектелген болуы меншiксiз интегралдың (12.17) жинақты болуының қажеттi шарты. Интегралданушы функция 
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Теорема. Егер 
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[image: image440.wmf](

)

å

¥

=

1

n

n

f

 қатарының және 
[image: image441.wmf](

)

dx

x

f

ò

¥

+

1

 меншiксiз интегралының жинақтылық жөнiндегi тәрiтптерi бiрдей: не екуi де жинақты, не екеуi де жинақсыз болады.

Дәлелдеу. Анықталған интегралдың геометриялық мағынасын (23-сурет) пайдаланып, қос теңсiздiк құрайық: 
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Интеграл 
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 жинақты болса, онда сол жақтағы теңсiздiктен қатардың дербес қосындылары 
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 шектелмегендiгiнiң, яғни қатардың тарқамалы екендiгiнiң айғағы болады.

20-есеп. Қатардың жинақтылығын зерттеңiз: 
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Шешу. Берiлген қатармен салыстыруға икемдеп, Кошидiң интегралдық белгiсiне қанағаттандыратын сандық қатар және меншiксiз интеграл құрайық:
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АЙНЫМАЛЫ ТАҢБАЛЫ ҚАТАРЛАР

1.  Кезек таңбалы қатарлар

Сандық қатарда (12.1) 
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жинақты, қосындысы  
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бiрсарынды кемiмейтiн, шектелген:
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түрiнде жазсақ, 
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қатардың қалдығы болады. Оның өзi Лейбниц қатары: жинақты, қосындысының модулi
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Бұл теңсiздiктi жуықтап есептеулерде жiберiлген қатенi бағалау үшiн пайдалануға болады.

2.  Ырықты сандық қатарлар
Қатардың (12.1) мүшелерi оң да, терiс те сандар бола алады деп, олардың модульдерiнен оң таңбалы
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сандық қатарын құрайық. Бұл қатар жинақты болса, бастапқы қатар (12.1) абсолют жинақты деп аталады. Даламбер және Коши белгiлерiнде сәйкес 
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Теорема. Абсолют жинақты қатар жинақты.

Дәлелдеу: (13.6) жинақты болғандықтан ол Коши критерийiне (12.10) қанағаттандырады. Онда үшбұрыш теңсiздiгi салдарынан Коши критерийi айнымалы таңбалы (12.1) қатары үшiн де орындалады, яғни берiлген 
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 номерi табылады. Демек, (12.1) жинақты.

Керi тұжырым орындалмауы мүмкiн. Айнымалы таңбалы (12.1) қатары жинақты болып, оның мүшелерiнiң абсолют шамаларынан құрылған (13.6) қатары жинақсыз болса, онда (12.1)-дi шартты жинақты дейдi. Мысалы, кезек таңбалы
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қатары шартты жинақты. Өйткенi, өзi Лейбниц қатары ретiнде жинақты болғанымен, оның мүшелерiнiң модульдерi жинақсыз гармониялық қатар құрайды.

Абсолют жинақты қатарларға қосу, алу және көбейту амалдарын қолдануға болады. Нәтижесiнде абсолют жинақты қатар пайда болады. Оның қосындысы берiлген қатарлардың қосындыларының сәйкес қосындысына, айырымына және көбейтiндiсiне тең болады. Қосу және алу амалдары мүшелеп орындалса, қатарларды көбейту көпмүшелiктердi көбейту “ережесiне” сүйенедi:
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Жалпы жағдайда айынымалы таңбалы қатардың құрамында шексiз көп оң және терiс мүшелер бар. Қатар абсолют жинақты болуы үшiн  оны екi оң таңбалы жинақты қатардың айырымы ретiнде қайта құру мүмкiн болуы қажет және жеткiлiктi. Шартты жинақты қатардың оң және терiс мүшелерi жиынтықтарының кемiнде бiреуi тарқамалы қатар құрады. Әйтпесе бастама қатар абсолют жинақты болған болар едi. Шартты жинақты қатардың мүшелерiн орындарын (ретiн) өзгертпей ғана топтауға болады. Сонда ғана оның жинақтылығы және қосындысы өзгермейдi.

Риман теоремасы. Шартты жинақты қатарда қосылғыштарды орынауыстыру арқылы қатардың қосындысын кез келген санға тең етуге, тiптi жинақсыз қатар алуға да болады.

Мысалы, (13.7) қатарында мүшелердi арнаулы әдiстермен орын ауыстырып, топтап, жинақты,бiрақ, қосындысы бастапқы қатардың қосындысынан екi есе кiшi жаңа сандық қатар алуға болады.

Теорема. Абсолют жинақты қатардың мүшелерiн қалауымызша орын ауыстырғаннан, топтағаннан оның жинақтылық сипаты және қосындысы өзгермейдi.
Дәрежелi қатарлар
 Функциялық қатар
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дәрежелi қатар деп аталады. Оның коэффициенттерi 
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 берiлген сандар.

Негiзгi теорема. Дәрежелi қатар (14.17) үшiн ол  (
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) интегрвалында абсолют жинақты, ал одан тыс нүктелерде (
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 болғанда) тарқамалы болатындай 
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шамасы бар.

Мұндағы (
[image: image483.wmf]R
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) аралығы дәрежелi қатардың жинақтылық интервалы деп, 
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 оның жинақтылық радиусы деп аталады; (14.18)-де 
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 Кошидiң шектi белгiсi негiзiнде анықталған. Ал, Даламбер белгiсiн негiзге алсақ:
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Абель теоремасы. Егер дәрежелi қатар 
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 нүктесiнде жинақтап болса, ол кез келген 
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 кесiндiсiде абсолт және бiрқалыпты жинақты. 
Дәлелдеу. Шарт бойынша 
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 қатары жинақты, демек, 
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. Дербес қосындыларының тiзбегi, қатардың мүшелерi де шектелген: 
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; (14.17) қатарының жалпы мүшесiн түрлендiрейiк: 
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Еселiгi 
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 геометриялық прогрессияның қатары ((14.18)) жинақты. Одан басыңқы (14.17) қатары Вейерштрасс теоремасы бойынша 
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 кесiндiсiнде абсолют және бiрқалыпты жинақты.

Cалдар. Егер дәрежелi қатар 
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 нүктесiнде абсолют жинақты болса, ол барлық 
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 нүктелерiнде де абсолют жинақты, ал, 
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 нүктесiнде жинақсыз болса, қатар барлық 
[image: image499.wmf]1

:

x

x

x

>

 нүктелерiнде де тарқамалы болады. 

Тұжырымның дұрыстығына көз жеткiзу үшiн жалпы мүшелерi
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теңсiздiктерiне қанағаттандыратын дәрежелi қатарларға салыстыру ұстанымын қолдансақ болғаны. Абель теоремасы мен оның салдарынан 
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 болғанда дәрежелi қатарлардың жинақтылық радиусының бар және бiреу ғана екенi айқын. Шынында да, олардағы (14.17) қатарының жинақты және тарқамалы болатын нүктелерiн сәйкес 
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 деп белгiлейiк (23-сурет). Сегменттi қақ бөлу
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24-сурет

әдiсiн қолданып, енгiзiлген, ұзындықтары нөлге ұмтылатын:
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кесiндiлер тiзбегiн 
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 аламыз. Кесiндiлердiң бәрiне ортақ бiр ғана
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нүктесi бар. Оның абсциссасы 
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 (14.17) қатарының жинақтылық радиусы болады. 

22-есеп. Дәрежелi қатардың жинақтылық радиусын табыңыз:
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Шешу: (14.19)-да
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Дәрежелi қатарлардың қасиеттерi

1. Жинақтылық интервалының iшiндегi кез келген кесiндiде дәрежелi қатар бiрқалыпты жинақты.

2. Дәрежелi қатарды оның жинақтылық интервалының iшiндегi кез келген кесiндi бойынша мүшелеп интегралдауға болады.

3. Дәрежелi қатардың қосындысы
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қатардың жинақтылық интервалында (
[image: image514.wmf]R
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) шексiз дифферен-циалданатын функция.

4. Дәрежелi қатарды оның жинақтылық интервалында мүшелеп дифференциалдауға болады. Одан қатардың жинақтылық радиусы өзгермейдi, яғни
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дәрежелi қатарының да жинақтылық радиусы 
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-ге тең.

Басқа тұрғыдан (14.21) теңдiгiне қарап, 
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) интервалында дәрежелi қатарға (
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-тiң дәрежелi бойынша) жiктелген деймiз. 

23-есеп. Қатарлардың қосындыларын 
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Шешу. Қатарлардың жинақтылық радиустыры ((22.19)):
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Бiрiншi жағдайда 
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 болғанда қатар жинақтылығының қажеттi шарты (14.6) орындалмайды. Екiншi жағдайда 
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 нүктелерiнде қатар жинақты болғанымен, оның туындылары шектелмеген. Сондықтан тек (-1,1) интервалының iшiнде ғана берiлген қатарлар бiрқалыпты жинақты, мүшелеп интегралдау және дифференциалдау туралы теоремалардың шарттарына қанағаттандырады.
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 квадрат үшмүшелiгiн қарапайым көбейткiштерге жiктеп, қатардың қосындысын
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түрiнде жазайық; (10.39) жiктелуiн пайдаланып, теңдiктi екi рет мүшелеп интегралдайық. Интегралдау тұрақтылары нөлге тең болады, өйткенi 
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Соңғы теңдiктi екi рет дифференциалдап, қатардың қосындысын табамыз:
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2) Қатарды дифференциалдап, пайда болған теңдiктi 
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-қа көбейтiп, тағы туынды табайық:
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Соңғы теңдiктi кез келген 
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 кесiндiсi бойынша интегралдап, әрi қарай 
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түрiнде жазайық. Бұл теңдiктi бөлiктеп интегралдау, анықталмаған коэффициенттер әдiстерiнiң көмегiмен тағы да интегралдап, қатардың қосындысын тұрақты қосылғышқа дейiнгi дәлдiкпен табамыз:
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ЫҚТИМАЛДЫҚТАР ТЕОРИЯСЫНЫҢ НЕГІЗГІ 
ТЕОРЕМАЛАРЫ МЕН АНЫҚТАМАЛАРЫ
§1 Кездейсоқ оқиғалар.

Белгілі бір тәжірибеге оның барлық мүмкін болатын нәтижелерінен тұратын U жиынын сәйкестендіреміз.U жиынын қарапайым оқиғалар кеңістігі деп, ал оның нүктелерін  
[image: image538.wmf]н
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 -ді қарапайым оқиғалар деп атайды.

Анықтамалар.

1. Кездейсоқ оқиға дегеніміз - тәжірибе барысында пайда болуы да, болмауы да мүмкін қарапайым оқиғалар жиыны.

2. Тәжірибе барысында әрдайым пайда болатын оқиғаны ақиқат оқиға деп атайды және U арқылы белгілейді.

3. Тәжірибе барысында ешқашан пайда болмайтын оқиғаны мүмкін емес оқиға деп атайды және V арқылы белгілейді.

4. Егер А оқиғасы пайда болған сайын В оқиғасы да пайда болса, онда А оқиғасы В оқиғасын ілестіреді дейді және 
[image: image539.wmf]В
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  деп жазады. Әрине 
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5. Егер 
[image: image542.wmf]В

А
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, 
[image: image543.wmf]А

В

Í

, онда  А=В.

6. А мен В оқиғаларының қосындысы А+В деп А немесе В, немесе екі оқиғаның бірге пайда болуынан тұратын оқиғаны айтады.

А+V=А,    А+ U = V,      А+А=А,      А+В=В+А, (А+В)+С =А+(В+С).

7. А мен В оқиғаларының көбейтіндісі А·В деп А және В оқиғалары бірге пайда болғанда орындалатын оқиғаны айтады.

А·V= V,    А·U = А,      А·А=А,      А·В=В·А, (А·В) ·С =А· (В·С). А·(В+С)=, А· В+А·С.

8. А оқиғасына қарама-қарсы оқиға Ā деп А оқиғасының пайда болмауынан тұратын оқиғаны айтады. А· Ā = V,    А+ Ā =U.

9. А мен В оқиғаларының айырмасы А-В деп А оқиғасының пайда болуынан және В оқиғасының пайда болмауынан тұратын оқиғаны айтады. 

 А-V= А,    U -А = Ā,   А-А= V.

10. Бірге пайда бола алмайтын А мен В оқиғаларын үйлесімсіз деп атайды. Үйлесімсіз оқиғалар үшін А·В= V

 2. Ықтималдықтың классикалық анықтамасы.
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 - қарапайым оқиғалар кеңістігін қарастырайық. Әрбір қарапайым 
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 санын сәйкес қояйық. Мұндай жағдайда қарапайым оқиғаларды тең мүмкіндікті, ал А оқиғасына енетін қарапайым оқиғаларды  А - ға қолайлы деп атайды.

Анықтама.  Тең мүмкіндікті n  нәтижелері бар тәжірибеде А оқиғасына m нәтиже қолайлы болса, онда   
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Қысқаша айтқанда, оқиғаның ықтималдығы дегеніміз - осы оқиғаға қолайлы жағдайлар санының жалпы жағдайлар санына қатынасы.

1. Кез келген А оқиғасы үшін   
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6. Кез келген А және В оқиғалары үшін   
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  (Қосу теоремасы).

7. Егер А мен В үйлесімсіз оқиғалар болса, 
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Кездейсоқ оқиғалардың ықтималдықтарын есептеу барысында комбинаторика элементтері - орналастыру, алмастыру, теру жиі қолданылады.   
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Егер екі оқиғаның бірінің пайда болуы екіншісінің пайда болу ықтималдығын өзгертпесе, онда оларды тәуелсіз оқиғалар деп атайды.

В оқиғасының шарты ықтималдығы Р(В/А) деп В оқиғасының А оқиғасы пайда болғаннан кейінгі ықтималдығын айтады.

Егер Р(В/А)=Р(В) немесе Р(А/В)=Р(А)  теңдіктері орындалса, онда А мен В оқиғалары тәуелсіз. Кез келген А мен В оқиғалары үшін 
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  (Көбейту теоремасы)

§ 3. Толық ықтималдықтың және Байес формулалары

Егер   
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  оқиғалары төмендегі шарттарды қанағаттандырса, 
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  және В оқиғасы осы оқиғалардың тек біреуімен бірге орындалса, онда В оқиғасының ықтималдығы толық ықтималдықтың формуласы арқылы анықталады: 


[image: image562.wmf](

)

(

)

(

)

å

=

=

n

i

i

i

A

B

P

А

Р

В

Р

1

/


Егер  
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  және В оқиғалары үшін жоғарыдағы шарттар орындалса, онда   
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  оқиғасының шартты ықтималдығы Байес формуласы арқылы анықталады:
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4. Бернулли, Муавр-Лаплас және Пуассон формулалары.

Екі ғана нәтижесі бар сынақты қарастырайық. Бұл нәтижелерді "А оқиғасы пайда болу" және "А оқиғасы пайда болмады" - деп атап, А және Ā таңбаларын қолданайық. Сынақ бірнеше рет жүргізілсін және нәтижелері тәуелсіз болсын. Егер әрбір сынақта А оқиғасының пайда болу ықтималдығы тұрақты және 
[image: image566.wmf]r

 -ға тең болса, онда  n  рет тәуелсіз сынақ кезінде А оқиғасының  k рет пайда болу ықтималдығы Бернулли формуласымен есептеледі:     
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   шектеулі сан болса, онда Пуассон формуласы орынды:  
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Егер 
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  мәні  0 мен 1-ге аса жуық емес болса, онда Муавр-Лаплас формулаларын қолданамыз.

Егер А оқиғасының әрбір сынақта пайда болу ықтималдығы тұрақты және 0 мен 1-ге аса жуық болмаса, онда n    өте үлкен болғанда А оқиғасының k рет пайда болу ықтималдығы  Муавр-Лапластың локалдық (дифференциалдық) формуласы арқылы есептеледі:         
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 - функциясы жұп және кестесі бар.

Сынақ саны n    өте үлкен болған жағдайда А оқиғасының пайда болу саны   k1    мен   k2 -нің  аралығында жату ықтималдығы Муавр-Лапластың интегралдық формуласымен есептеледі:
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[image: image580.wmf](
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 - функциясы тақ және кестесі бар, сонымен қатар 
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 Кездейсоқ шамалар және олардың сандық сипаттамалары

Қарапайым оқиғалар кеңістігінде анықталған кез келген 
[image: image582.wmf](
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 сандық функция кездейсоқ шама болады, демек сынақ нәтижесінде кездейсоқ себептерге тәуелді және алдын ала белгісіз тек бір мән қабылдайтын шаманы кездейсоқ шама деп атайды. Кездейсоқ шамаларды   
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  ал олардың қабылдайтын мәндерін   
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  әріптерімен белгілейді. Кездейсоқ шамалар дискретті және үзіліссіз болып екі топқа бөлінеді.

а)   Х кездейсоқ шамасының қабылдайтын мәндері жеке сандар арқылы берілсе, онда   Х-ті дискретті кездейсоқ шама деп атайды.

Дискретті кездейсоқ шама әдетте үлестірім кестесі арқылы беріледі:
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б) Берілген аралықтағы мәндердің бәрін қабылдайтын шаманы үзіліссіз кездейсоқ шама деп атайды.

Үзіліссіз кездейсоқ шама әдетте үлестірім функциясы немесе үлестірім тығыздығы арқылы беріледі.

Х кедейсоқ шамасының х-тен кіші мәндерді қабылдау ықтималдығын Х кездейсоқ шамасының үлестірім функциясы (интегралдық функция) деп атайды:  
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Үлестірім функциясының қасиеттері:

1. 
[image: image589.wmf](

)

x

F

 - кемімейтін функция.

2. 
[image: image590.wmf](

)

1

0

£

£

x

F


3. 
[image: image591.wmf](

)

(

)

(

)

a

F

b

F

b

X

a

P

-

=

<

£


4. 
[image: image592.wmf](

)

(

)

0

lim

,

1

lim

=

=

+¥

®

+¥

®

x

F

x

F

x

x


Үлестірім функциясының тығыздығы (дифференциалдық функция) мына формуламен анықталады:  
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Үлестірім тығыздығының қасиеттері:
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Х - дискретті кездейсоқ шамасының математикалық үміті мына формуламен есептеледі:  
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Егер Х үзіліссіз кездейсоқ шама болса, онда    
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Математикалық үміттің қасиеттері:
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4. Х,У -кездейсоқ шамалары тәуелсіз болса, онда
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Х кездейсоқ шамасының дисперсиясы деп кездейсоқ шаманың математикалық үміттен ауытқуының квадратының математикалық үмітін айтады:   
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  шамасын орташа квадраттық ауытқу деп атайды.

Дисперсияның қасиеттері:
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3. Х, У кездейсоқ шамалары тәуелсіз болса, онда
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Екінші және үшінші қасиеттерді ескерсек, онда  
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§ 6. Жиі кездесетін үлестірім түрлері

а) дискретті кездейсоқ шамалардың үлестірім заңдары:

1. Бірқалыпты үлестірім:  
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2. Геометриялық үлестірім: 
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3. Биномдық үлестірім: 
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4. Пуассон үлестірімі:   
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[image: image617.wmf],
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5. Паскаль үлестірімі   
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6. Гипергеометриялық үлестірім: 
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б) Үзіліссіз кездейсоқ шаманың үлестірім заңдары.

1. Бірқалыпты үлестірім:
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2. Қалыпты (Гаусс) үлестірім:
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3. Көрсеткіштік үлестірім:   
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Математикалық статистика элементтері

· Эксперимент немесе бақылау нәтижесінде алынған статистикалық мәліметтерді жинау және топтау әдістерін көрсету,

· статистикалық мәліметтерді талдау әдістерін меңгеру, соның ішінде:

· оқиғаның белгісіз ықтималдығын, белгісіз үлестірім функциясын, белгілі үлестірім функциясының параметрлерін бағалау,

· белгісіз үлестірімнің түрі немесе белгілі үлестірімнің параметрлерінің шамасы туралы статистикалық болжамды тексеру, математикалық статистиканың негізгі есептері болып саналады

Негізгі ұғымдар

Математикалық статистикада дискретті немесе үзіліссіз сандық сипатты белгі Х, яғни, осы белгінің мүмкін мәндерінен тұратын бас жинақ зерттелінеді. Оның бас орташа, бас дисперсия тағы басқа сандық сипаттамаларын табу мәселесі практикалық қажеттіліктен туындайды.

Алайда, көп жағдайда бас жинақты толық анықтау мүмкін емес, немесе оны анықтау барлық жағынан тиімсіз болады. Сондықтан, осы бас жинақтан варианталар деп аталатын  х1,х2,…,хk элементтерінен тұратын жиынша кездейсоқ теріліп алынады. Бұл жиыншада х1 вариантасы n1 рет, х2 вариантасы n2 рет, …, хk вариантасы nk рет қайталануы мүмкін. Онда осы жиыншаны төмендегі кесте арқылы жазып
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дискретті вариациялық қатар деп атаймыз.

Мұнда  х1
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таңдаманың көлемі,  
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- салыстырмалы жиілігі деп аталады.

Дискретті вариациялық қатармен бірге интервалдық вариациялық қатар да өте жиі қолданылады. х1,х2,…,хk элементтерінің ішінен ең кіші мәнін тауып хmin деп, ең үлкен мәнін хmax деп белгілейміз.  хmin  мен хmax  арасындағы сандарды ұзындықтарын тең етіп интервалдарға бөлеміз. Интервал ұзын-дығын h әрпімен белгілеп, қадам деп атаймыз.  Егер 
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интервалдық вариациялық қатар деп аталады. 

Мұнда 
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таңдама көлемі. Енді осы таңдаманың сандық сипаттамалары арқылы бас жинақты зерттеуге болады. Осы таңдамалық әдіс- математикалық статистиканың негізгі әдісі болып табылады.
Эмпирикалық үлестірім функциясы.

Полигон және гистограмма. Мода және медиана.

а) Эмпирикалық үлестірім функциясы 
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 болатын варианталардың жиіліктерінің қосындысы. Таңдаманың көлемі үлкен болғанда осы функция арқылы бас жинақтың белгісіз интегралдық үлестірім функциясы 
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 функциясы үшін 
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б) Жазықтықтағы координаталары (х1,n1), (х2,n2),…, (хk,nk) нүктелерін     қосатын кесінділерден тұратын қисық сызық полигон деп аталады.

в) Табандарының ұзындықтары h-қа (қадам) тең, биіктіктері 
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-ге (салыстырмалы жиілік) тең тік төртбұрыштардан тұратын графикті гистограмма деп атайды.

г) Жиілігі ең үлкен вариантаны мода М0 деп атайды.

д) Вариациялық қатарды тең екі бөлікке бөлетін вариантаны медиана 
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 деп атайды. Егер варианталар саны тақ болса 
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Үлестірім параметрлерінің статистикалық бағасы
Ығыспаған, тиімді және орнықты бағалар

Бас жинақ сандық белгісін зерттелік. Зерттелгелі отырған белгінің үлестірімі анықталған болсын. Енді осы үлестірімнің параметрлерін берілген бас жиынды пайдаланып бағалау қажет. Көбінесе n рет бақылау нәтижесінде сандық белгінің х1,х2,…,хn мәндері беріледі. Осы мәндер арқылы үлестірім-нің параметрлерін бағалауға тырысамыз. х1,х2,…,хn  мәндерін Х1,Х2,…,Хn  тәуелсіз кездейсоқ шама деп қарастырсақ, онда үлестірімнің белгісіз пара-метрін статистикалық бағалау үшін бағаланатын параметрдің мәнін жуықтап анықтайтын осы кездейсоқ шамалардың функциясын табу керек.

Теориялық үлестірімнің 
[image: image681.wmf]q

 белгісіз параметрінің статистикалық бағасы 
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 болсын. Жалпы жағдайда әртүрлі таңдама үшін 
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 өзгеріп отырады, яғни 
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 кездейсоқ шама. Егер әртүрлі көлемді таңдамалар үшін    М(
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       (3)

теңдігі орындалса, онда 
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-статистикалық бағасын ығыспаған баға деп атайды. Егер  (3) теңдігі орындалмаса, онда 
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 ығысқан баға деп аталады.

Берілген таңдама үшін, дисперсиясы ең аз статистикалық бағаны тиімді статистикалық баға деп атайды.

Егер  n  шексіздікке ұмтылғанда  
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-статистикалық бағасы ықтималдық бойынша бағаланатын параметр 
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-ға ұмтылса, онда мұндай бағаны орнықты баға деп атайды, яғни    
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Бас жинақтың орташасы және таңдама орташасы

Сандық Х белгісінің дискретті бас жинағын қарастырайық. Айталық бас жинақтың зерттеліп отырған белгісінің х1,х2,…,хk мәндерінің сәйкес жиіліктері N1,N2,…,Nk болсын және N1+N2+…+Nk=N теңдігі орындалсын, сонда  
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 бас жинақтың орташасы деп аталады. Егер көлемі N-ге тең бас жинақтың барлық мәндері х1,х2,…,хN  әртүрлі болса, онда бас жинақтық орташасы төмендегідей анықталады:   
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Бас жинақты зерттеу үшін көлемі n-ге тең таңдама алынсын. Егер х1,х2,…,хk  мәндерінің сәйкес жиіліктері n1,n2,…,nk болып және n1+n2+…+nk=n орындалса онда  
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 таңдама орташасы деп аталады. Ал егер көлемі n-

ге тең таңдаманың  х1,х2,…,хn  мәндері әр түрлі болса, онда таңдама орташасы былай анықталады: 
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 бас жинақтың орташасының 
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 ығыспаған бағасы болады, яғни 
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 бас жинақтың орташасының 
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Бас жинақтың дисперсиясы және таңдаманың дисперсиясы

Бас жинақтың мәндерінен оның орташа   (
[image: image701.wmf]Б
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)  мәнінің ауытқуларының квадраттарының арифметикалық орташасы бас жинақтың дисперсиясы деп аталады.  Егер көлемі  N  бас жинақтың барлық мәндері х1,х2,…,хN әртүрлі болса, онда  
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.   Ал егер    х1,х2,…,хk    мәндерінің сәйкес жиіліктері N1,N2,…,Nk    және   N1+N2+…+Nk=N   болса,  онда   
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Бас жинақтың орташа квадраттық ауытқуы:    
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Егер көлемі n-ге тең таңдаманың барлық мәндері   х1,х2,…,хn    әртүрлі болса, онда    
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 - таңдама дисперсиясы деп аталады. Ал егер х1,х2,…,хk  мәндерінің сәйкес жиіліктері  n1+n2+…+nk=n  орындалса, онда      
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Таңдама орташа квадраттық ауытқуы:   
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        Таңдама дисперсияны мына формуламен де есептеуге болады:                        
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Таңдама дисперсияның математикалық үміті бас жинақтың дисперсиясына тең емес.        
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- түзетілген дисперсия аламыз.  Түзетілген дисперсия бас жинақтың дисперсиясының ығыспаған бағасы болады: 
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7. Нүктелік және интервалдық бағалар. Сенімділік интервалы. Математикалық үміттің бағасы

Бір санмен анықталатын бағаны нүктелік баға деп атайды. Көлемі аз таңдама нүктелік бағалау нәтижесінде дөрекі қателерге соқтыруы мүмкін. Сондықтан таңдаманың көлемі аз болғанда интервалдық бағаны қолданған жөн. Интервалдың шеткі екі санымен анықталатын бағаны интервалдық деп атайды.

Таңдаманың берілген мәндері бойынша табылған 
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 мәні белгісіз 
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 параметрінің бағасы болсын. 
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- параметрінің 
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бойынша сенімділігі (сенімділік ықтималдығы) деп  
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t- саны 
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§9. Алғашқы және орталық эмпирикалық моменттер.
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Орталық моменттерді шартты моменттер арқылы өрнектеуге болады:         
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г) Асимметрия: 
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m3- 3-ретті орталық эмпирикалық момент.
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